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Tehni£ka mehanika 2 - drugi deo ispita
(Prvi deo: 14. oktobar 2006.)

ZADATAK 1 (. . . 30%)
Materijalna ta£ka mase m vezana je sa tri opruge: dve opruge, krutosti k1 i k2, vezane su
me�usobno paralelno, a zajedno su, posredstvom krute poluge zanemarljive mase, redno
vezane sa oprugom krutosti k3, slika 1.

(a) (. . . 15%) Za posmatrane tri opruge odrediti krutost jedne ekvivalentne opruge keq.

(b) (. . . 10%) Ako su opruge k1 i k2 poznatih krutosti: k1 = 3k i k2 = 2k, odrediti krutost k3

tre¢e, redno vezane opruge, tako da je krutost ekvivalentne opruge jednaka keq = 4k.

(c) (. . . 5%) Ako je poznato da je m = 40 kg, kao i da je k = 100 kN/m, odrediti kruºnu
frekvenciju i frekvenciju (u hercima) slobodnih oscilacija posmatrane ta£ke, za uslove
date pod (b).

ZADATAK 2 (. . . 30%)
�tap AB, mase m i duºine L, kruto je vezan pod pravim uglom za vertikalnu osovinu
CD oko koje se obr¢e pod uticajem horizontalne sile koja je stalno upravna na ²tap:
~F (t) = Fη(t) · ~µ, slika 2. Napisati potpun sistem diferencijalnih jedna£ina kretanja iz kojeg
mogu da se odrede zakon obrtanja ²tapa, kao i reakcije veza u osloncima osovine C i D.

ZADATAK 3 (. . . 40%) �tap mase m i duºine L se nalazi u vertikalnoj ravni x, y (osa
x je horizontala) i vezan je kao ²to je dato na slici 3: u sredini nepokretnim osloncem,
a na krajevima sa po dve opruge, u horizontalnom i vertikalnom pravcu. Sve opruge su
istih krutosti k i sve su nenapregnute kada je ²tap u horizontalnom poloºaju. Na oba
kraja ²tapa se nalazi i po jedna koncentrisana masa m. Na desnom kraju ²tapa deluje
vertikalna sila F (t) = F0 · sinαt.
Odrediti zakon kretanja ²tapa, pri malim oscilacijama, usled dejstva date prinudne sile,
uz predpostavku o homogenim po£etnim uslovima.
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ZADATAK 1 (. . . 30%)
(a) Posmatra se prvo sistem od dve paralelno vezane opruge datih krutosti k1 i k2.
Na slici 1 su prikazane opruge u nenapregnutom stanju, opruge posle (zajedni£kog)
izduºenja za neko x, kao i jedna ekvivalentna opruga, krutosti keq, koja je tako�e
izduºena za istu duºinu x u odnosu na nenapregnuto stanje. Izduºenje opruga se
odvija pod dejstvom neke sile F .
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Slika 1: Dve paralelno vezane opruge - ekvivalentna opruga

Za sistem od dve paralelne opruge u deformisanoj kon�guraciji sile u oprugama su
date sa F1 = k1 · x i F2 = k2 · x, pri £emu vaºi i uslov ravnoteºe sila F1 + F2 = F .
Sa druge strane, ako se posmatra jedna ekvivalentna opruga, deformisana za istu
veli£inu x, imamo relaciju: Feq = keq · x, kao i Feq = F . Kombinovanjem se direktno
dolazi do izraza za ekvivalentnu krutost dve paralelno vezane opruge:

Feq = F1 + F2 ⇒ keq = k1 + k2 (1)

Posmatraju se sada dve redno vezane opruge, u nenapregnutom stanju, krutosti k1

i k2 (u ovom trenutku se ne posmatra direktno primer u zadatku), slika 2. Ako se
opruga krutosti k1 izduºi za neku veli£inu x1, a opruga krutosti k2 za neku nezavisnu
dopunsku veli£inu x2, onda je ukupno izduºenje donjeg kraja druge opruge jednako
x = x1 + x2. Pri tome se u oprugama javljaju sile koje su jednake F1 = k1 · x i
F2 = k2 · x.
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Slika 2: Dve redno vezane opruge - ekvivalentna opruga

Ta deformacija obe opruge se odvija pod dejstvom neke sile F koja deluje na kraju
druge opruge. Imaju¢i u vidu uslove ravnoteºe sila u te dve redno vezane opruge,
o£igledno je da vaºe relacije: F = F2, kao i F2 = F1. Sa druge strane, ako se posmatra
jedna ekvivalentna opruga, krutosti keq, na koju deluje ista sila F i usled koje se ta
opruga izduºi za veli£inu x, koja je jednaka ukupnom izduºenju obe redno vezane
opruge, onda vaºe o£igledne relacije: Feq = keq · x, kao i Feq = F . Kombinovanjem sa
relacijama za dve redno vezane opruge, dobija se:

x = x1 + x2 ⇒ F

keq

=
F

k1

+
F

k2

⇒ 1

keq

=
1

k1

+
1

k2

(2)

Re²avanjem poslednjeg izraza 2, dobija se ekvivalentna krutost dve redno vezane
opruge u obliku:

keq =
k1 · k2

k1 + k2

(3)
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Posmatraju se sada tri opruge koje su
date zadatkom. Dve opruge su vezane
me�usobno paralelno, a zajedno su redno
vezane sa tre¢om oprugom, videti sliku
levo. Kombinuju¢i izraze (1) i (3), dobija
se krutost ekvivalentne opruge za posma-
trani slu£aj:

keq =
(k1 + k2) · k3

k1 + k2 + k3

(4)

(b) Ako su zadate vrednosti krutosti opruga: k1 = 3k i k2 = 2k, pri £emu se jo² zna
da je krutost ekvivalentne opruge jednaka keq = 4k, onda je mogu¢e da se iz izraza
(4) odredi potrebna krutost redno vezane opruge k3. Dobija se:

4k =
(3k + 2k) · k3

3k + 2k + k3

⇒ k3 = 20k (5)

(c) Ako su poznati masa i krutost, onda su svojstvena kruºna frekvencija i period
dati sa

ω =

√
k

m
T =

2π

ω
f =

1

T
(6)

U posmatranom slu£aju su date numeri£ke vrednosti: k = 100 kN/m, kao i m = 40 kg,
pa se dobija, vode¢i ra£una o dimenzijama (keq = 4k = 400× 103 N/m):

ω =

√
400000

40
= 100 rad/s ⇒ T =

2π

100
= 0.0628 [s] f =

1

T
= 15.915 [Hz] (7)

ZADATAK 2 (. . . 30%)

�tap AB se obr¢e oko vertikalne ose (broj stepeni slobode je 1). Kako se traºi
i diferencijalna jedna£ina kretanja i reakcije veza u osloncima C i D, napisa¢e
se kompletan sistem jedna£ina kretanja krutog tela primenom Zakona o kretanju
centra mase i Zakona o promeni momenta koli£ine kretanja:

m~aS = ~FR
d ~D(A)

dt
= ~M

(A)
S (8)

Imaju¢i u vidu kretanje posmatranog ²tapa, videti sliku 3, ubrzanje centra mase
²tapa je dato sa:

~aS = −Θ̇2L

2
· ~λ + Θ̈

L

2
· ~µ (9)

gde su ugaona brzina i ugaono ubrzanje ²tapa dati sa

ω = Θ̇ ε = Θ̈ (10)

pri £emu je Θ = Θ(t) ugao obrtanja ²tapa.
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Slika 3: Rotacija ²tapa oko vertikalne ose: ubrzanja i sile

Momenat koli£ine kretanja u odnosu na materijalni koordinatni sistem je dat kao
proizvod matrice inercije ²tapa i vektora ugaone brzine:

~D(A) =

 Jξ

Jη

Jζ


(A)

·

 0
0

Θ̇

 =

 0
0

JζΘ̇

 (11)

pri £emu je momenat inercije ²tapa za osu ζ u ta£ki A jednak:

J
(A)
ζ =

1

3
mL2 (12)

Izvod po vremenu momenta koli£ine kretanja, koji je dat u sistemu pokretnih
koordinata, je dat, u ovom slu£aju, samo sa lokalnim izvodom,

d ~D(A)

dt
=

∗
~D (A) + ~ω × ~D(A) =

∗
~D (A) (13)

jer su vektori ugaone brzine i momenta koli£ine kretanja kolinearni.
Imaju¢i u vidu sve ovo, zakon o promeni koli£ine kretanja, odn. zakon o kre-
tanju centra mase i zakon o promeni momenta koli£ine kretanja mogu da se pi²u
u skalarnom obliku:
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• m~aS = ~FR ⇒

−m
L

2
Θ̇2 = Cξ + Dξ (14)

m
L

2
Θ̈ = Cη + Dη + F (t) (15)

0 = Cζ −mg (16)

• d ~D(A)

dt
= ~M

(A)
S ⇒

0 = Cη2L−DηL (17)

0 = −Cξ2L + DξL + mg
L

2
(18)

JζΘ̈ = F (t)L (19)

Jedna£ina (19) predstavlja diferencijalnu jedna£inu kretanja ²tapa:

Θ̈ =
3

mL
· F (t) (20)

dok se iz jedna£ina (14) do (18) mogu da odrede reakcije veza u materijalnim
koordinatama, naravno, uz prethodno re²avanje diferencijalne jedna£ine (20).

ZADATAK 3 (. . . 40%)

�tap ima jedan stepen slobode i generalisana koordinata je ugao ϑ koji se meri
od horizontalnog poloºaja ²tapa (kada su sve opruge nenapregnute), u smeru kako
je prikazano na slici 4. Na istoj slici su prikazana pomeranja opruga (izduºenja
ili skra¢enja) u odnosu na nenapregnuto stanje, u proizvoljnom poloºaju tokom
kretanja ²tapa. Na slici desno su prikazane sile koje deluju na ²tap, pri £emu nisu
prikazane sile sopstvene teºine, kao ni reakcije veze u nepokretnom osloncu, jer te
sile, u ovom slu£aju, ne uti£u na kretanje ²tapa.
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Slika 4: Oscilovanje ²tapa oko centra mase
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Diferencijalna jedna£ina kretanja se izvodi primenom Zakona o promeni momenta
koli£ine kretanja (ili, npr. primenom Lagranºevih jedna£ina):

Jε = MS
R (21)

gde je ε = ϑ̈ ugaono ubrzanje ²tapa, dok je J momenat inercije za centar mase (gde
je nepokretan oslonac), dok je MS

R momenat svih sila u odnosu na centar mase.
Momenat inercije za centar mase J, osim momenta inercije samog ²tapa, uklju£uje
i uticaj dve koncentrisane mase na krajevima:

J =
1

12
mL2 + 2m(

L

2
)2 =

7

12
mL2 (22)

Sve opruge su istih krutosti k i na slici 4 su prikazane sile u oprugama koje odgo-
varaju ²tapu u proizvoljnom poloºaju. Re£eno je da na slici nisu prikazane sile
sopstvene teºine: rezultuju¢a teºina i ²tapa i koncentrisanih ta£aka na krajevima
je, zbog simetrije, na vertikali kroz oslonac, tako da je momenat sopstvene teºine
jednak nuli (ne uti£e na kretanje).
Momenti prikazanih sila u odnosu na oslonac (odn. sredi²te ²tapa), pri £emu je
pozitivan momenta u smeru pozitivnog smera obrtanja (ugaone brzine, ubrzanja)
²tapa, dati su sa:

MS
R = −k

L

2
· sin ϑ · 2 · L

2
cos ϑ− k

L

2
· (1− cos ϑ) · 2 · L

2
sin ϑ + F0 sin αt · L

2
cos ϑ (23)

Vidi se da sile u oprugama formiraju spregove: u vertikalnim oprugama pozitivnog,
a u horizontalnim oprugama negativnog znaka. Ako se posmatra slu£aj malih
oscilacija, onda je ϑ ≈ 0, pa je sin ϑ ≈ ϑ, kao i cos ϑ ≈ 0. Unose¢i to u izraz (23),
momenat horizontalnih opruga postaje nula (te sile ne uti£u na kretanje u slu£aju
malih oscilacija), dok ostali £lanovi postaju:

MS
R = −1

2
kL2ϑ +

L

2
F0 sin αt (24)

Unose¢i 24), kao i (22) u jedna£inu (21), dobija se

7

12
mL2 · ϑ̈ = −1

2
kL2ϑ +

L

2
F0 sin αt (25)

odnosno, posle sre�ivanja:

ϑ̈ +
6

7

k

m
· ϑ =

6

7

F0

mL
sin αt (26)

Op²te re²enje diferencijalne jedna£ine (26) je dato u obliku zbira op²teg re²enja
homogene jedna£ine i partikularnog re²enja nehomogene jedna£ine: ϑ = ϑh + ϑp.
Op²te re²enje homogene jedna£ine je

ϑh = C1 cos ωt + C2 sin ωt ω =

√
6

7

k

m
(27)
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dok je partikularno re²enje moºe da se prikaºe kao

ϑp = A sin αt (28)

Unose¢i (28) u (26), dobija se

(−α2 + ω2)A =
6

7

F0

mL
(29)

odakle se dobija, posle sre�ivanja,

A =
6

7

F0

mL
· 1

(−α2 + ω2)
(30)

odnosno, posle malo sre�ivanja,

A =
F0

kL(1− α2

ω2 )
(31)

Sa ovim je op²te re²enje jednako:

ϑ(t) = C1 cos ωt + C2 sin ωt + A · sin αt (32)

Prvi izvod op²teg re²enja (32) je dat sa

ϑ̇(t) = −ωC1 sin ωt + ωC2 cos ωt + Aα · cos αt (33)

Unoe¢i (32) i (33) u homogene po£etne uslove ϑ(0) = 0 i ϑ̇(0) = 0, dobija se:

ϑ(0) = 0 ⇒ C1 = 0 (34)

ϑ̇(0) = 0 ⇒ C2 = −A · α

ω
(35)

tako da je kona£na jedna£ina malih oscilacija ²tapa data sa:

ϑ(t) = A · (sin αt− α

ω
sin ωt) (36)

gde je konstanta A data sa (31).

TEHNI�KA MEHANIKA 2 - Drugi deo ispita: OKTOBAR 2006 8


